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2 Tranzitivne akcie grup na suvislych grafoch

Informécia o $truktire bodovych stabilizatorov je pri §tdiu permutacnych grip velmi
dolezita. V tejto sekcii najskor struéne spomenieme najdolezitejsie vysledky tykajtce
sa stabilizatorov vrcholov vrcholovo-tranzitivnych grip automorfizmov grafov. Neskor
sa ststredime na polo-tranzitivne akcie grip na 4-valentnych grafoch. Struktira sta-
bilizatorov takychto akcii bola opisanad Marusicom a Nedelom v praci [76].

Sipovo-tranzitivne akcie

Pod sipom v grafe X rozumieme lubovolnt usporiadani dvojicu susednych vrcholov
X. Hovorime, ze grupa G < Aut (X) mé Sipovo-tranzitivnu akciu na grafe X, ak in-
dukovand akcia G na mnozine §ipov je tranzitivna. Klasicky vysledok Tutta [94] dava
odhad 3-2* na velkost stabilizdtora vrchola Sipovo-tranzitivnej grupy majicej akciu na
suvislom kubickom grafe. Neskor Sims [90, 91] a Wong [100] dokazali, Ze presne 5 grup,
menovite Z3, S3, D12, Sa and Sy X Za, sa modze vyskytnut ako vrcholové stabilizatory
takychto akcii. Pre stupenn > 3 velkost vrcholovych stabilizdtorov je neohrani¢ens. Na
druhej strane, existuje mnoho vysledkov ohrani¢ujtcich velkost stabilizatorov vybra-
nych tried primitivnych akcii grap funkciou stuptia vrchola [64, 65, 83, 86, 91, 97].
Uvedené vysledky naznacuju, Ze nasledovna hypotéza pochadzajica od Simsa moze
byt pravdiva:

Simsova hypotéza: ,Velkost stabilizatorov vrcholov primitivnych vrcholovo-tran-

zitivnych akcii grap na grafoch stupna k je ohrani¢end funkciou k.

Simsova hypotéza bola nakoniec potvrdend v praci Camerona, Praegerovej, Seitza
a Saxla [13] pouzitim klasifikdcie koneénych jednoduchych neabelovskych grip. Ohra-
nicenie z4vislé od stupiia je v pripade fubovolnych tranzitivnych permuta¢nych grip a



dvojnasobne primitivnych stabilizadtorov odvodené v pracach [45, 46]. Weiss [98] vyslo-
vil hypotéyu Ze, pokial stabilizator G, vrchola v m4 primitivnu akciu na okoli vrchola
v v Sipovo-tranzitivnej akcii grupy G na savislom grafe X, potom rad stabilizatora
je ohraniceny funkciou stupna grafu X, pozri [85]. Redukcia uvedenej hypotézy na
jednoduché grupy je urobena v praci [21].

Vdaka tomu, ze Simsova hypotéza bola potvrdend, vznikol problém pre dany stu-
peti uréit koneénii mnozinu grup, ktoré sa vyskytuju ako stabilizatory vrcholov prislus-
nych akcii. Pre stupen 2 je tento problém trividlny. Ako sme sa uz zmienili, problém pre
stupen 3 bol rozrieseny. Co sa tyka stupiia 4, horny odhad v tvare 2*3® bol publikovany
v praci [65]. V neddvne publikovanej praci autorov Li, Lu, Marusi¢ [67] sa nachddza
zoznam desiatich grip, ktoré sa mozu vyskytnit ako stabilizatory vrchola primitivnej
akcie grupy automorfizmov grafu stuptia 4. Z ich prace vyplyva, Ze ostré horné ohra-
nicenie velkosti stabilizatora je v tomto pripade 2*3% a dosahuje sa na grupe S; x Ss.
Pre dalsie stupne je zndmych len niekolko $pecidlnych vysledkov, riesenie problému v
celej Sirke je v nedohladne.

Polo-sipovo-tranzitivne akcie gruap na grafoch stupna 4

Suvisly hranovo-tranzitivny graf je vrcholovo-tranzitivny alebo bipartitny. Hranovo a
vrcholovo tranzitivne akcie v indukovanej akcii na mnozine sipov maju najviac dve
orbity. Jedna orbita znamena, Ze prislusna akcia je Sipovo-tranzitivna. Takymito akci-
ami sme sa zaoberali v predoSlom odseku. V pripade, Ze indukovand akcia na mnozine
$ipov ma dve orbity hovorime o polo-Sipovo-tranzitivnej akcii, alebo skratene o polo-
tranzitivnej akcii. Vo vSeobecnosti struktira stabilizatorov vrcholov polo-tranzitivnych
akcil grap na suvislych grafoch nie je znama. Tutte vsak dokazal, ze polo-tranzitivna
akcia grupy na grafe X vynucuje v kazdom vrchole rovnaky parny stupen k [96, strana
59]. V dalSom sa preto budeme zaoberat najmensim netrividlnym pripadom k = 4.
polo-tranzitivne akcie na suvislych grafoch stupna styri nie st primitivne a rad stabi-
lizatora vrchola nie je ohranieny. Stabilizator vrchola takejto akcie je vzdy 2-grupa.
Prirodzenymi kandiddtmi st elementarne abelovské 2-grupy a je skutocne lahké vi-
diet, Ze lexikograficky stéin Cj,11[K>], h > 2, umoziiuje polo-tranzitivnu akciu, ktorej
stabilizator vrchola je izomorfny Z%. Konstrukcie polo-tranzitivnych grafov stupia 4
s neabelovskymi stabilizatormi s obtiaznejsie. V skutocnosti z klasifikacie stabiliza-
torov odvodenej Marusicom a Nedelom [76] vyplyva, Ze stabilizator takejto akcie je
takmer abelovskd grupa, ¢o znamen4, ze trieda nilpotentnosti stabilizatora je najviac
dva.

Teoréma 1. (Marusi¢,Nedela) (Struktira stabilizdtorov polo-tranzitivnych akcii grip
na grafoch stupnia 4.) Nech grupa G md polo-tranzitivnu akciu na sivislom grafe stupria
4 so stabilizdatorom vrchola H. Potom existuju prirodzené ¢isla h, d také, Ze %h <d<
h, a mnoZina generdtorov (11,72, ...,Tn) grupy H splriajice nasledovné vztahy:

(R1) 7 =1prei=1,2,...,h,
(R2) (timj)> =14f0<|i—j| <d,

2 _e(j—i,0) _e(j—i,1) e(j—i,2d—2h+j—1)
(R3) (mij)* = Th—JdJri Thjd+i+1 e T(h]—d+i)+2d—2jh+j—l
pre vsetky 1 <i < j < h,kde j —i>d ae(r,s) € {0,1}.

Navyse G = (a,H) = (a,b), pre nejaké a € G\ H, b = 11a, pricom konjugdcia
prvkom a zobrazuje T; na Tit1, prei=1,2,...,h — 1.

Na druhej strane, nech (G, H) je dvojica abstraktngch grip spliagicich hore uve-
dené podmienky. Potom akcia G na lavych zvyskoviych triedach podla H je vernd so
stwislou nespdrenou suborbitou dizky 2 a stabilizdtorom vrchola H s vynimkou, ked
H = Z} je normdlna podgrupa G alebo ak h =1, H = Z5 a G je dihedrdina.
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Teoréma 2. (Marusi¢, Nedela) Lubolnd grupa H s prezentdciou v tvare
H= <T17 T2; .- 7Th‘(R1)7 (R2)7 (R3)>

moze byt vnorend do stabilizdtora vrchola grupy automorfizmov Aut(X), wvrcholovo-
tranzitivneho grafu X stuptia 4. Z toho vypljva, Ze H = H < Aut(X) a ewistuje
a € Aut(X)\ H také, e grupa G = {(a, H) je polo-3ipovo tranzitivna na grafe X so
stabilizatorom H.

Polo-tranzitivne grafy s predpisanou Struktarou stabiliza-
tora

Graf X sa nazyva polo-tranzitivny, ak grupa automorfizmov Aut (X) m4 tranzitivnu
akciu na vrcholoch a hranach grafu X, ale nie na sipoch grafu X. Vicsina znamych
polo-tranzitivnych grafov stupiia 4 m4 stabilizdtor izomorfny grupe Z. V préaci [73] st
skonstruované polo-tranzitivne grafy stupna 4 so stabilizatormi Z2 X Z2. V praci Maru-
Sica [74] sa nachadza konstrukcia polo-§ipovo tranzitivnych grafov stupiia 4 s lubovolne
velkym elementarne abelovskym stabilizatorom. Prvy priklad polo-tranzitivneho grafu
stupnia 4 s neabelovskym stabilizatorom (izomorfnym dihedrélnej grupe radu 8) bol
skonstruovany s podporou pocita¢a Conderom a Marusi¢om v praci [22]. Nasledovny
problém ostava otvoreny.

Problém 1. Euxistuje pre kazdi grupu H s prezentdciou v tvare
H = (71,72,...,7|(R1), (R2), (R3))

polo-tranzitivny graf stupria 4 so stabilizatorom vrchola izomorfnym grupe H ?

Polo-tranzitivne grafy s cyklickym stabilizatorom a chi-
ralne hypermapy

Korespondencia medzi regularnymi mapami a polo-tranzitivnymi akciami grip na gra-
foch stupria 4 bola studovand Marusicom a Nedelom v praci [75]. Tato korespondencia
tzko sivisi s pojmom medidlnej mapy a medidlneho grafu. Graf Y budeme nazyvat
(G, %, H)-tranzitivny, ak existuje podgrupa G < Aut (Y') majtca polo-tranzitivnu ak-
ciu na Y so stabilizdtorom vrchola izomorfnym grupe H. Orientovatelna regularita,
reflexibilnost, pozitivna a negativna dualita ustanovuju existenciu istych symetrii hy-
permap na plochach. Napriklad, hypermapa H je pozitivhe samodudlna, ak existuje
orientaciu zachovavajici homeomorfizmus danej plochy na seba zobrazujici H na 0-2
duélnu hypermapu. Podrobnejsie sa symetriami map a hypermap budeme zaoberat v
dalsej casti.

V préci [8] sa ndm podarilo zovSeobecnit vysledky z [75], pricom sme dokazali
nasledovné tvrdenie.

Teoréma 3. Nech H je, pre nejaké k > 2, k-hranovo-uniformnd hypermapa na orien-
tovatelnej ploche, nech G = AuttH je orientdciu zachovdvajica grupa automorfizmov
a M = Med(H) je medidlna mapa of H s grafom Y. Potom platia nasledovné ekviva-
lencie

1

1. M je orientovatelne reguldrna prdve vtedy, ak'Y je (G, 5, Zy)-tranzitivny graf;

2. 'H je reguldrna reflexibilnd prave vtedy, ak'Y je (G, %, Zy)-tranzitivny a (Ga, 1, Zk X

Z3)-tranzitivny pre nejakd grupu Go takid, Ze G < G2 < Aut(Med(H));

3. 'H je orientovatelne reguldrna a pozitivne samo-dudina prdve vtedy, ak Y je
(G, %,Zk)-tmnzitivna a (Gs, 1, Zay)-tranzitivna pre nejaki grupu Gz takid, Ze

G < Gs < Aut(Med(H));



4. H je orientovatelne requldrna a negativne samo-dudlna prdve vtedy, ak Y je
(G, %,Zk)—tmnzz'tz’vny a (Ga, %,Dk)—tmnzitz’vny pre nejaki groupu G4 taku, Ze
G < Gy < Aut(Med(H));

5. H je reguldrna a samo-dudlna prave vtedy, ak Y is (G, %,Zk)-tmnzitivna a
(G5, 1, Do) -tranzitivna pre nejakd grupu Gs, G < Gs < Aut (Med(H)).

3 Mapy a hypermapy daného rodu

Mapa je celularna dekompozicia stuvislej kompaktnej plochy. Reguldrna hypermapa je
kubickad mapa, ktorej oblasti st zafarbené tromi farbami tak, ze oblasti incidentné tej
istej hrane maja rozne farby. Mapy odpovedaji hypermapam, v ktorych vsetky oblasti
jednej farby st stvouholnikové. Zafarbenie oblasti indukuje nasledovné (regulérne) za-
farbenie hran: ak e je hrana oddelujtca oblasti zafarbené farbami c;, ca, potom hranu
e zafarbime farbou c3 komplementarnou k farbam ci, cz. Izomorfizmy hypermap st
izomorfizmy prislusného kubického grafu zachovavajtuce zafarbenie hran. Z uvedeného
vyplyva, ze grupa automorfizmov ma semi-regularnu akciu na mnozine vrcholov. V
pripade, ze akcia je reguldrna, hypermapa sa nazyva regularna. Hypermapa je orien-
tovatelna, ak jej kubicky graf je bipartitny. Orientovatelne regularna hypermapa je
hypermapa s bipartitmym kubicky grafom, pricom jej grupa automorfizmov ma tran-
zitivnu (reguldrnu) akciu na kazdej partii. Reguldrne a orientovatelne reguldrne mapy
je mozné definovat pomocou prezentacie ich grupy automorfizmov. V regularnej hy-
permape st dlzky hranice oblasti tej istej farby i (i = 1,2, 3) rovnaké, povedzme 2m;.
Usporiadanti trojicu é&isel (m1,m2, m3) nazyvame typom hypermapy. Sest permutacii
farieb umoziuje z danej mapy utvorit 6 vzajomne dudlnych hyperméap. Ak jedno z
Cisel m; je < 2, tak ho vynechdme a hovorime, Ze dand hypermapa je mapa typu
{m, k}, kde m, k s zvy$né dva parametre. Na Obrazku 1 je orientovatelne regularna
hypermapa rodu 1 typu (3, 3, 3) pochddzajica z Fanovej projektivnej roviny.

—

(a)

Obr. 1: Reguarne vnorenie Fanovej roviny do toru.

Orientovatelne regularne hypermapy rodu najviac 2

Z Hurwitzovho ohraniCenia vyplyva, ze rad orientaciu zachovavajiacej diskrétnej grupy
automorfizmov plochy rodu g > 1 je najviac 84(g — 1). Grupa automorfizmov oriento-
vatelne reguldrnej mapy rodu g > 1 je Specidlnou diskrétnou grupou automorfizmov
plochy, preto jej rad je tieZ ohraniceny 84(g — 1). Z toho vyplyva, Ze existuje len ko-
ne¢ne mnoho orientovatelne reguldrnych map daného rodu g > 1. Kazda reguldrna
mapa na orientovatelnej ploche je aj orientovatelne reguldarna a regularnu mapu na
neorientovatelnej ploche Eulerovej charakteristiky x antipoddlne nakryva nejaka re-
guldrna mapa na orientovatelnej ploche charakteristiky 2x (pozri napriklad [81, Sekcia
7]). Preto reguldrnych mép na plochach charakteristiky x < 0 moze byt len koneéne
mnoho.
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Nasledovny klasifikaény problém je jednym z centralnych problémov v teérii map
a hypermap.

Problém 2. Klasifikujte (orientovatelne) regularne hypermapy na danej kompaktnej
ploche.

Pouzitim Eulerovej formuly mozno lahko zistit, ze sférické (orientovatelne) regu-
larne hypermapy pozostavaju z piatich Platénskych telies a dvoch trividlnych neko-
neénych mnozin map typov (1,n,n), (2,2,n) a ich duédlov (hviezdy, cykly a dipdly).
Z nich mapy typu (2,2,n) pre n parne, ikosaeder, dodekaeder, kocka a oktaeder st
antipodalne mapy. Ich poloviéné kvocienty tvoria zoznam regularnych hypermap na
projektivnej rovine.

Orientovatelne reguldrne mapy rodu 1 st klasifikované v monografii Coxetera a
Mosera [24]. ZovSeobecnenie na hypermapy bolo urobené Cornom a Singermanom [23].
A% na dualitu existuji 3 nekoneéné mnoziny hypermdp typov (2,4,4), (2,3,6) and
(3,3,3). Obrazok 2 naznacuje sposob, akym vznikaju orientovatelne reguldrne mapy
typu {4,4}. V pracach [4, 5] je rozrieSeny problém klasifikicie orientovatelne regular-
nych hypermap rodu 2. Pre plochy vyssich rodov st zname len ciastkové vysledky.
Napriklad, v préci [6] st opisané zrkadlovo asymetrické orientovatelne reguldrne hy-
permapy rodu najviac 4. Z regularnych hyperméap rodu 1 nie je ani jedna antipodalna.
7 toho vyplyva znamy fakt, ze na Kleinovej flasi neexistuje reguldrna hypermapa.

YY
c+2b:b+2c)
(fextbbAT

(-cib)
(2b;2c)

b
i) 1

c I \u
c o) b XX

Obr. 2: Torickd orientovatelne reguldrna mapa {4,4}, . vznikd ako faktorova
mapa univerzalnej mapy typu {4,4}

Regularne mapy daného rodu

V tejto podsekcii sa budeme zaoberat nasledovnym problémom.
Problém 3. Pre dani plochu S klasifikujte (orientovatelne) reguldrne mapy na S.

Sherk v praci [89] opisal vSetky orientovatelne reguldrne mapy rodu 3. Grek v pra-
cach [48, 49, 50, 51] klasifikoval (orientovatelne) reguldrne mapy na orientovatelnych
a neorienovatelnych plochach Eulerovej charakteristiky > —4. Garbe v pracach [44] a



[3] rozriesil klasifika¢ny problém pre orientovatelné plochy rodu najviac 7 a neoriento-
vatelné plochy rodu najviac 8. Najdalej sa dostali Conder and Dobcsanyi [18], ktori s
podporou poéitac¢a ziskali zoznam orienovatelne reguldrnych map rodu najviac 15.

Problém existencie

Nasledujuc MacLachlana [72] (pozri tiez [1]) oznalme pu(g) rdd najvicsej diskrét-
nej grupy komformnych zobrazeni (automorfizmov) kompaktnej Riemannovej plochy
rodu g. Z Riemann-Hurwitzovej rovnosti vyplyva vysSie zmienené ohranicenie fun-
kcie u(g) < 84(g — 1). Hurwitzova hranica sa nadobtida vtedy, a len vtedy ak existuje
orientovatelne regularna mapa typu {7, 3} rodu g, tzv. Hurwitzova mapa. VSetky Hur-
witzove mapy rodu < 10000 opisal Conder, najmensia z nich ma rod 3. Zo zoznamu
vyplyva, Ze pre mnoho rodov Hurwitzove mapy neexistuji, a teda pre niektoré mno-
ziny ploch mozno Hurwitzovu hranicu zlepsit. Nasledovnd veta bola dokdzana nezavisle
Accolom [1] a MacLachlanom [72].

Teoréma 4. (Accola, MacLachlan [72, 1]) V uvedenom oznaceni plati
8(g+1) < ulg) < 84(g — 1), pricom g > 2.
Ezistuje nekonecne vela rodov g > 2, pre ktoré plati u(g) = 8(g + 1).

7 korespondencie medzi hypermapami a Riemannovymi plochami dostaneme, ze
existuje nekonecne vela ploch S takych, Ze rdd orientovatelne reguldrnej hypermapy
na S je najviac 8(g+1). Na druhej strane, rad orientovatelne reguldrnej mapy je aspoi
4g. Preto sa rad orientovatelne reguldrnej mapy na MacLachlanovej ploche pohybuje
v intervale 4g az 8(g + 1).

Pokial v orientovatelnom pripade bukét 2g kruznic mozno nakreslit na ploche rodu
g tak, Ze vytvorime reguldrnu mapu, hladanie regularnych map na neorienovatelnych
plochéch ukazuje, Ze existuji neorientovatelné plochy, na ktorych nie je mozné nakreslit
regularnu mapu. Breda and Wilson dokazali v praci [99] nasledovné tvrdenie.

Teoréma 5. (Breda, Wilson [99]) Nech g je celé éislo, 1 < g < 52. Reguldrna hyper-
mapa na neorientovatelnej ploche rodu g existuje vtedy a len vtedy, ak g je rézne od
2,3,18,24,27,39 alebo 48.

Na druhej strane, Conder and Everitt [20] pokryli konstrukciami regularnych mép
okolo 75 percent neorientovatelnych rodov. V rovnakej praci sformulovali nasledovny
problém.

Problém 4. Euxistuje nekonecne vela neorientovatelnyjch ploch, na ktorych nie je
Ziadna reguldrna mapa?

Vysledok dokdzany v praci [11] predstavuje prielom v problematike klasifikdcie
regularnych map na neorientovatelnych plochach. Obsahuje uplni klasifikiciu regu-
larnych mép prvociselnej negativnej Eulerovej charakteristiky. Ako vedlajsi produkt,
sme ziskali rieSenie horeuvedeného problému. Nasledovna veta vyslovi nas vysledok v
zhustenej enumeracnej podobe. Pre prirodzené ¢islo p = —1 (mod 4) oznaéme v(p)
poéet dvojic neparnych prirodzenych ¢isel (j,1), 7 > | > 3, ktoré st rieSeniami rovnice
G-Dl-1)=p+1
Teoréma 6. (Breda, Nedela, Siran [11]) Nech p nepdrne prvocislo, p # 7, 13, a nech
Np+2 je neorientovatelnd plocha Eulerovej characteristiky —p (rodu p + 2).

(1) Ak p=1 (mod 12), potom neewistuje requldrna mapa na ploche Npi2.

(2) Ak p =5 (mod 12), potom, aZ na izomorfizmus a dualitu, existuje presne jedna
requldrna mapa na Npyo.
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(3) Ak p = -5 (mod 12), potom, aZ na izomorfizmus a dualitu, existuje v(p) regu-
ldrnych mdp na Npto.

(4) Ak p = —1 (mod 12), potom, aZ na izomorfizmus a dualitu, ezistuje presne
v(p) + 1 reguldrnych mdp na Npt2.

Daosledok 7. Neexistuju requldrne mapy Fulerovej charakteristiky —p, kde p je prvo-
¢islo = 1 mod 12, p > 13. Specidlne, existuje nekonecne vela ploch na ktorjch nie je
Ziadna reguldrna mapa.

Je mozné uvazovat modifikacie klasifika¢ného a existenéného problému.

Napriklad, v praci [6] st klasifikované zrkadlovo asymetrické orientovatelne regu-
larne hypermapy rodu najviac 4. Takéto hypermapy budeme nazyvat chiralne. Hlavny
vysledok v [6] implikuje, Ze neexistuje chirdlna hypermapa rodu 2 a existuje jediné (az
na dualitu) chirdlna hypermapa rodu 3 a rodu 4.

Prezretim zoznamu orientovatelne reguldrnych map rodu najviac 15 [18] mozno
zistit, Ze neexistuju chirdlne mapy rodu 2, 3, 4, 5, 6, 9 a 13.

Zlepsovanie Hurwitzovho odhadu

Vyssie uvedené vysledky Accolu, McLachlana, Condera a dal$ich naznacujd, Ze pre
vhodné mnoziny Riemannovych ploch mozno Hurwitzov odhad 84(g — 1), (168(g —1))
velkosti diskrétnej grupy automorfizmov zlepsit. V nedavno publikovanej préci [19] sa
nachadza diskusia na tuto tému v pripade neorientovatelnych ploch. Autori nazyvaju
diskrétnu grupu automorfizmov neorientovatelnej kompaktnej plochy velkou, ak jej
rad je > 4(—x). Kazda takd grupa, je koneénym kvocientom Kleinovej grupy istej
signattry. Riemann-Hurwitzova formula zuzuje diskusiu na niekolko moznych signatur,
pricom netrividlne pripady odpovedaju grupam automorfizmov regularnych méap a
hypermép typov (k,m,3), k > m > 3; (k,m,4), —x > k > m > 4 a (k,m,5),
9>k >m > 5. Ak —x je prvocislo, potom nasledovna teoréma klasifikuje velké grupy
automorfizmov odpovedajice hypermapam.

Teoréma 8. (Jones, Nedela [58]) Nech G je grupa automorfizmov regularnej hyper-
mapy typu (k,m,n), k > m >n > 3 majica akciu na ploche charakteristiky x = —p,
kde p je mepdrne prvocislo. Ak k > m >n = 3,4 alebo 5, potom bud
(i) G = La(7), p= 17 a [k,m,n] = [4,3,3] s redukovanou prezentdciou (r,s| r* =
83 = (rs)® = (rs™)"), alebo

(i) G = PGL2(5) =2 S5, p = 23 a [k,m,n] = [6,5,4] s redukovanou prezentdciou
1

(r,s] 9 =5% = (rs)* =1,(rs™1)? = rsr 2% 1s7t = 1).

V oboch pripadoch existuje jedindg akcia G, aZ na ekvivalenciu.

Klasifikaciou velkych grup automorfizmov majucich akciu na orientovatelnych plo-
chach rodu g = p+ 1, kde p je prvoéislo, sa zaoberali Belolipetsky and Jones v [2].
Mnozina velkych grup je tu identifikovan4 nerovnostou |G| > 6p.

Fenomén chirality map a hypermap

Pojem chiralnosti bol zavedeny Williamom Thompsonom, ktory bol znamy pod me-
nom Lord Kelvin, ako vlastnost geometrického objektu, ktora vznika ” ked jeho obraz v
zrkadle, idedlne realizovany, nemdze byt preneseny do koincidencie samého so sebou”.
Vo vede sa tento fenomén vyskytuje casto. Napriklad biolégovia a chemici objavili
molekuly, ktoré existuju v dvoch rozligitelnych forméch (enantiomers), pri¢om jedna
je zrkadlovym obrazom druhej. Podobne sa tento fenomén objavuje v kvantovej me-
chanike, a vSeobecne, v teoretickej fyzike.

Uvedené fakty nam dévaju silnit motivaciu k $tidiu chirality matematickych mo-
delov realnych strukttur. Monohé z tychto modelov su grafy vnorené do Euklidovského
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priestoru alebo do priestorov so zlozitejSou Struktirou. Napriklad fuleriny ( nedévno
objavené karbénové molekuly) stt modelované trivalentnymi polyedrami s pafuholni-
kovymi a Sestuholnikovymi oblastami. Toto st Specidlne priklady map. Matematick4
histéria map sa tiahne od platénskych a archimedovskych telies cez teorému o far-
beniach méap az po ich neddvnu reinkarnaciu v podobe Grothendieckovych ”dessin
d’infants” - kombinatorickych reprezentacii Riemanovych pléch definovanych nad al-
gebraickymi ¢iselnymi polami.

Budme trochu presnejsi: automorfizmus mapy je automorfizmus jej grafu, ktory
mozno rozsirit na homeomorfizmus danej plochy na seba. Automorfizmy méap sa delia
do dvoch tried: orientaciu zachovavajice a orientaciu meniace automorfizmy. Hovo-
rime, Ze mapa je chirdlna, ak nepripasta orientaciu meniaci automorfizmus. Uvedené
pojmy sa prirodzenym spdsobom zovSeobecriuji na hypermapy. Hoci fenomén chirality
sa vyskytuje v mnohych tivahidch o mapéch, pozri napriklad monografiu Coxetera a
Mosera [24], doteraz nebolo urobené detailné studium tohoto fenoménu. Nasim cielom
bolo presktimat fenomén chiralnosti méap, odvodit invarianty umoziiujice merat chi-
ralnost mép ako éiselni charakteristiku a klasifikovat chirdlne mapy malych rodov s
maximalnym poc¢tom symetrii.

Tieto ciele sa ndm podarilo dosiahnut v sérii prac. V préci [10] je budovand tedria
chirdlnych map, prace [9], [6] obsahuju klasifikiciu orientovatelne regularnych chirél-
nych map a hypermdp rodu najviac $tyri. V préci [7] st odvodené vzorce na vypocet
chiralnej grupy a chirdlneho indexu Coxeterovych map. V préci [10] sa nachddza ¢ias-
tkova odpoved na otdzku, tykajicu sa Struktary chirdlnych grap.

Enumeracia map a hypermap daného rodu

Enumeracia map na plochach sa zaobera problémami nasledovného typu

Problém 5. Kolko existuje mdp spliiajicich dand vlastnost a majicich dany pocet
hrdn?

Pociatky enumerativnej tedrie map st spojené s enumeraciou stromov, ktora bola
rieSend v 60-tych rokoch Tutteom [95] , Hararym, Prinsom a Tutteom [52], pozri tiez
[63, 68]. Neskor boli uvazované dalsie triedy map vrétane triangulécii, vonkajskovo-
planarnych méap, kubickych map, Eulerovskych méap, jednoduchych map, map s dvomi
oblastami a podobne. Hoci dodnes bolo publikovanych viac nez 100 vedeckych prac o
prac sa zaoberd enumeraciou nezakorenenych map rodu viac ako jedna. Enumerac¢né
vzorce pre triedy izomorfizmov planarnych méap boli odvodené v pracach Liskovca a
Wormalda [69, 70, 101, 102, 71]. Nasim cielom bolo odvodif enumera¢né vzorce pre
mapy a hypermapy vyssich rodov. Tento ciel sa ndm podarilo naplnif v pracach [77],
[78]. Konkrétne sme sa zaoberali nasledovnym problémom.

Problém 6. Uréte pocet Hy(n) tried isomorfizmov orientovanych nezakorenengch
mdp (hypermdp) daného rodu g s dangm pocétom hrdn n?

V pracach [77], [78] sme odvodili vzorce na vypocet Hy(n) pouzivajice pocty
h~(m) koreniovych map rodov v < g s m hranami, kde m < n. Explicitné vzorce
boli odvodené pre g = 1,2,3 v pripade méap, a pre ¢ = 1 v pripade hyperméap. Pre
vysSie rody nie st vo vSeobecnosti znadme ani pocty koreriovych map a hypermap, takze
konkrétne ¢isla nie je mozné urcit. Cisla Hy(n) a hg(n) maji peknt grupovo-teoreticki
interpretaciu v jazyku Fuchsovskych grup. V pripade map, hy(n) znadi pocet podgrip
indexu n a rodu g univerzalnej Fuchsovskej grupy (z, y|y? = 1) & ZZ, zatialco H,(n)
znaci pocet tried konjugéacii takychto podgrap. V pripade hypermap je univerzalnou
grupou volné 2-generovana grupa.
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4 Regularne vnorenia grafov do pléch

Vnorenie ¢ : K — S savislého grafu K do kompaktnej stvislej plochy S nazyvame
buneéné, ak komponenty suvislosti (oblasti) S — ¢(K) st homeomorfné otvorenému
disku. Kazdé buneéné vnorenie grafu teda definuje mapu a naopak, kazdi mapu mozno
opisat ako bune¢né vnorenie nejakého grafu. Vnorenie grafu budeme nazyvat regularne,
ak odpovedajica mapa je regularna, pripadne orientovatelne reguldrna. V tejto sekcii
nas bude zaujimat nasledovny vSeobecne formulovany problém.

Problém 7. Pre dani triedu grafov klasifikujte requldrne vnorenia tychto grafov.

S horeuvedenym problémom tzko stuvisi nasledovna otazka.
Problém 8. Ktoré grafy mozno reguldrne vnorit do nejakej plochy?

Je zrejmé, ze grafy pripastajice regularne vnorenia musia byt vysoko-symetrické,
presnej§ie, akcia grupy automorfizmov prislusnej mapy je Sipovo-tranzitivna. Na druhej
strane, James a Jones [57] pouzitim Zassenhausovej vety klasifikovali orientovatelne
regularne vnorenia K,. Z klasifikdcie vzplyva, ze takéto vnorenia existuju len ak n
je mocninou prvoéisla. Problém 2 bol rozrieSeny v praci Gardinera, Nedelu, Sirafia a
Skovieru odvodenim nutnej a postacujtcej podmienky Sabidussiho typu [47].

Problém 1 bol studovany pre rézne triedy grafov. V ramci rieSenia tohoto projektu
sme uspesne klasifikovali reguldrne vnorenia kompletnych bipartitnych grafov K, ,,
ak m je mocnina prvodisla a pre mnohé dalsie prirodzané &isla n, [59], [41] and [42].
Specialne, ak n = p je prvodéislo, tak existuje jediné reguldrne vnorenie K, ,, pozri
[82]. Klasifikicia regularnych vnoreni K, , tzko stvisi s problémom charakterizovat
grupy, ktoré st stéinmi dvoch cyklickych grup (pozri [60]). Poznamenajme, Ze tymto
dodnes otvorenym problémom sa zaoberaji odbornici v tedrie grap od 50-tych rokov
minulého storo¢ia. Praca [39] sa zaoberd klasifikaénym problémom pre vSeobecnejsiu
triedu grafov - kompletné multipartitné grafy.

In4 trieda grafov, ktorou sme sa zaoberali boli n-dimenzionalne kocky @Q,. Kla-
sifikaény problém sme uspesne vyriesili pre neparne n v préci [40]. Pokial uvazovana
plocha S je neorientovatelnd, tak takéto vnorenia pre n > 2 neexistuju [66]. Napokon
v praci [38] sme rozriesili klasifikaény problém pre grafy s pg vrcholmi. Klasifikdcia
reguldrnych vnoreni tychto grafov vyzaduje analyzu $truktiry maximalnych podgrap
dvojdimenzionalnych projektivnych grap nad koneénymi poliami s p prvkami.

5 Steinerovské systémy trojic a rozklady K, na
faktory stupna 2

Znamy ” Oberwolfach problem” prvy krat formulovany Ringelom pocas stretnutia v
Oberwolfachu v roku 1967 sa pyta na 2-faktorizaciu kompletného grafu Ka,41 takua,
ze kazdy jej 2-faktor je izomorfny predpisanému 2-faktoru @Q. Ak komponenty @Q
st cykly dlzok ci,...,¢s ( Ze; = 2n + 1), potom odpovedajuci problém oznaéime
OP(2n+1;cy,...,cs). Oberwolfach problém bol tiplne vyrieSeny v pripade, ked vsetky
komponenty @ st cykly rovnakej dlzky. Vseobecny pripad ostédva otvoreny. Existuje hy-
potéza, ze rieSenie OP(2n+1;¢1,. .., ¢cs) vzdy existuje s vynimkou pripadov OP(9;4,5)
a OP(11;3,3,5), ktoré nemaju rieSenie. Spomedzi mnohych zovseobecneni sme uva-
zovali Specidlny pripad tzv ”Hamilton-Waterloo” problému. Tento problém sa pyta
na 2-faktorizaciu Kant1, kde r 2-faktorov je isomorfnych danému 2-faktoru @ a s 2-
faktorov je isomorfnych danému 2-faktoru R, pricom r + s = n. V naSej praci [55]
sme sa sustredili na pripad, ked @ je trojuholnikovy faktor a R je hamiltonovsky cyk-
lus. Z podmienok delitelnosti vyplyva, Zze pokial v dekompozicii existuje aspon jeden
trojuholnikovy 2-faktor, tak pocet vrcholov je 6k + 3, pre nejaké prirodzené déislo k.
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V danom pripade, je inStancia problému uréend poc¢tom hamiltonovskych cyklov s vo
faktorizacii, pricom predpokladame, ze 3k 41 > s > 0. Dokazali sme, ze ak pre s plati
'%3 <s< ”T_l, tak rieSenie existuje. Navyse, ak n = 6k + 3, a k = 1 (mod 3), tak
vieme néjst rieSenie vo vSetkych pripadoch s vynimkou s = 1. Pre niektoré Specidlne
geometrické postupnosti n = a.3™, kde a € {5,7,13,19} existuje rieSenie, pre kazdé
pripustné s, vratane s = 1. Na druhej strane, jediny znamy pripad, ktory nema riesenie
jen =9 as=1. To nas priviedlo k nasledovnej hypotéze.

Hypotéza 1. Nech n = 6k + 3, n > 15. Potom, pre kazdé s, 3k +1 > s > 1 existuje
rozklad K, na s hamiltovskych cyklov a 3k + 1 — s trojuholnikovych 2-faktorov.

Steinerovsky systém trojic S = ST'S(v) je dvojica (V, B), kde V mnozina v bodov a
B je mnozina trojprvkovych podmnozin mnoziny V' , nazyvanych trojice alebo bloky,
spliujica nasledovni podmienku: kazda dvojica bodov z, y je obsiahnutd v prave
jednej trojici. Je zndme, Ze Steinerovsky systém trojic s v vrcholmi existuje prave vtedy,
ak v = 1 alebo 3 mod 6. Blokova farebna trieda je mnozina po dvoch disjunktnych
trojic. Ofarbenie blokov m farbami je rozklad mnoziny blokov na m farebnych tried.
Chromaticky index x’(5) je najmensie prirodzené ¢islo m, pre ktoré existuje ofarbenie
blokov systému S m farbami. Pouzitim Brooksovej vety lahko odvodime ohranicenie
X' (S) < 3(v—3)/2 pre v > 7. Zrejmé dolné ohranicenia st x'(S) > (v—1)/2 pre v =3
mod 6, > (v+1)/2 pre v = 1 mod 6. Dolné ohranicenie x'(S) = (v —1)/2 sa dosahuje
vtedy a len vtedy, ak Steinerovsky systém trojic je riesitelny.

Steinerovsky systém trojic S = ST'S(v) sa nazyva cyklicky, ak existuje automorfiz-
mus S cyklicky permutujici jeho mnozinu vrcholov. Nadvézujic na pracu Colbourna
a Colbournovej sme v préaci [79] odvodili lepsie horné ohranicenia pre chromaticky
index cyklickych Steinorovskych systémov trojic. Tento vysledok je zalozeny na urcéeni
presnych hodnot chromatického éisla cirkulantov stupna 6.

Ozna¢me min, hore-uvedené dolné ohranicenie. Tvrdenie Pippengera a Spencera
dokézané vo vSeobecnom kontexte hypergrafov ukazuje, ze chromaticky index Steine-
rovského systému trojic je asymptoticky min,. Tiez nie st zname priklady ST'S(v)

.....

hypotéze.

Hypotéza 2. Chromaticky indezx cyklického STS(v), v > 7, sa rovnd jedenej z hodnét
MiN,, MiNn, + 1, min, + 2.

6 Postupnosti excentricit v grafoch

Excentricita exc(v) vrchola v daného grafu je maximum zo vzdialenosti d(v, w), kde
maximum sa berie cez vSetky vrcholy w. Postupnost excentricit grafu sa nazjva mini-
malna, ak neobsahuje ziadnu vlastnti podpostupnost, ktord je postupnostou excentricit
nejakého grafu. Graf sa nazyva minimélny, ak realizuje nejaki minimalnu postupnost
excentricit. V préci [54] sa Studujeme vlastnosti minimalnych grafov a minimalnych po-
stupnosti excentricit. Napriklad sme dokézali, Ze graf polomeru r a priemeru d < 2r—2
s aspoii 3r — 2 vrcholmi obsahuje cyklus dlzky 2r alebo 2r + 1. V praci [66] sme Stu-
dovali postupnosti excentricit, ktoré obsahuju prave dve hodnoty. Opisali sme vsetky
minimélne postupnosti typu (4%, 58 ) a sformulovali sme hypotézu o minimalnych po-
stupnostiach typu (r%, (r 4+ 1)%).

7 Ulozenia grafov do mriezok dimenzie 1 a 3
Vo svojej praci sme sa zamerali na vyskum jedno- a trojrozmernych ulozeni grafov.

Jednorozmerné (linedrne) ulozenie grafu je také jeho nakreslenie, kde vrcholy grafu
st ulozené na linii v nejakom poradi a hrany grafy sa kreslené nad nim ako obluky
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pripadne lomené ¢iary. Ulozenim vrcholov grafu na liniu v nejakom poradi a prira-
denim poradovych ¢isel jednotlivym poziciAm dostavame ocislovanie vrcholov grafu.
MnozZstvo problémov sa d4 modelovat ako problém ¢islovania vrcholov grafu. My sa
stustredujeme na jeden z nich - antibandwidth. Problém antibandwidth je definovany
ako problém néjdenia takého linedrneho ulozenia, kde je dlzka najkratsej hrany maxi-
malizovana. Dlzkou hrany v linedrnom uloZeni rozumieme rozdiel &isel (pozicii v lin.
ulozeni) jej koncovych vrcholov. Problém je NP-tplny a polynomidlne algoritmy st
zname len pre doplnky ”treshold a arborescent comparability” grafov. Z pohladu te-
oretickej informatiky st vyznamné grafy reprezentujice komunikacné siete. Vo svojej
praci [87] sme odvodili presné hodnoty antibandwidth pre niektoré typické siete ako
st napriklad mriezky, toroidélne mriezky a hyperkocky. Pojem dalej rozsirujeme na
cyklicky antibandwith, kde sktimame uloZenie nie v linii, ale v cykle, a takisto poskytu-
jeme presné hodnoty pre spomenuté siete. Doterajsie vysledky prace boli prezentované
na Ceskoslovenskej konferencii o tedrii grafov a na zahrani¢nej konferencii ICGT 2005
v Hyéres, vo Franctuzsku, kde bol aj publikovany rozsireny abstrakt v ¢isle Electronic
Notes on Dicrete Mathematics. Plna verzia bola zaslana do ¢asopisu Discrete Applied
Mathematics.

Trojrozmerné ulozenia grafov stvisia s navrhom trojrozmernych VLSI obvodov. V
klasickom VLSI obvode st jeho prvky (tranzistory) a spojenia medzi nimi umiestnené
na ploche. Pri trojrozmernom navrhu takyto obvod moze vyzerat napriklad tak, ze
jeho prvky ponechdme na ploche, ale spojenia medzi nimi budeme viest v priestore
nad plochou s prvkami. Vo vSeobecnosti mézu prvky obvodu byt umiestnené Iubo-
volne v priestore a spojenia medzi nimi si vedené priestorovo. Trojrozmerny navrh
takéhoto obvodu so sebou prinasa niekolko vyhod. Hlavnou vyhodou je kompaktnost
takéhoto obvodu - vysledok je ”mensi” ako jeho dvojrozmerna verzia, skracuja sa spo-
jenia medzi prvkami, ¢o znizuje naklady a urychluje vyrobu takéhoto obvodu. Dalsou
vyhodou je moznost kombinovat viac typov obvodov do jedného névrhu - funkénost
moze byt rozdelend napriklad po vrstvach. V teoretickej rovine skiimame vlastnosti
trojrozmernych ulozeni na zdklade modelov. V modeli s jednou aktivnou vrstvou s
vrcholy reprezentované ako §tvorce s hranami dlzky d, kde d je stupei vrhola. Hrany
st vedené v priestore nad vrcholmi tak, ze sa mozu vzdjomne pretinat v jednom bode,
ale nie prelinat na uréitom nenulovom useku. Vo vSeobecnom modeli reprezentujeme
vrchol ako kocku o strane d. Na umiestnenie vrcholov v priestore nie st kladené ziadne
podmienky. Hrany st vedené pravouhlym spdsobom, za dodrzania tych istych posd-
mienok, ako pre model s jednou aktivnou vrstvou. V naSej praci [92] sa zaoberdme
objemom uloZenia hyperkocky v oboch spminanych modeloch. Svojimi vysledkami vy-
lepSujeme pracu [12]. Nase vysledky boli prezentované na konferencii Graph Drawing
2004 v New Yorku a publikované v jej zborniku. Postupy aplikované pre hyperkocku
sme zovseobecnili pre produktové grafy, kde faktor grafy s niektoré zname siete. Do-
siahnuté vysledky boli prezentované na konferencii SOFSEM 2005 a publikované v jej
zborniku [93].

8 Krystalizacie topologickych 3-variet rodu 2

Topologickd 3-varieta je kompaktny sivisly separovatelny metricky priestor taky, ze
pre kazdy jeho bod existuje otvorené okolie homeomorfné E3. Najjednoduchsim prikla-
dom je 3-sféra S3. Znama hypotéza Poincarého ustanovuje, ze S je jediné jednoducho
stvisla 3-varieta. VSeobecne, problém homeomorfizmu 3-variet je velmi tazky. Pez-
zana dokézal [84], ze kazdu orientovatelnt topologickt 3-varietu mozno reprezentovat
4-hranovo-ofarbenym bipartitnym grafom stupna 4. Tieto grafy sa nazyvaju krystali-
zacie. Problém spo¢iva v nejednoznaénosti reprezentacie. Ferri a Galiardi [43] zadefi-
novali relaciu ekvivalencie na krystalizaciach, ktord odpoveda relécii homeomorfizmu
reprezentovanych variet. Neskor Grasselli a Casali [14] ukédzali, Ze kazd orientovatelni
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3-varietu Heegaardovho rodu g moZno reprezentovat krysStalizdciou, ktorej Struktdaru
mozno ur¢it 2g + 2-ticou prirodzenych ¢isel. Bohuzial, ani tato Specidlna reprezentacia
nie je jednoznacna.

V ramci riesenia projektu sme sa zamerali na 3-variety Heegardovho rodu 2, kto-
rych klasifikicia nie je zndma. V praci [61] uvazujeme aproximacie reldcie ekvivalencie
na Sesticiach prirodzenych ¢isel reprezentujtcich 3-variety Heegardovho rodu 2. Nasim
cielom bolo zostavit katalég malych 3-variet rodu 2 a rozlisit ich az na homeomorfiz-
mus. Toto Gsilie sa podarilo zavfs§it v pracach [62, 63], kde sme pouzitim fundament4l-
nej grupy a odvodenych invariantov zostavili katalég 3-variet rodu 2 reprezentovanych
kry$talizdciami s najviac 42 vrcholmi. Zoznam zahriiuje 78 nerozloZitelnych 3-variet
rodu dva, z nich je 39 eliptickych, 4 Euklidovské a 35 3-variet dalsich typov.

9 Prirodzené duality

Typicky pristup pouzivany v algebre je reprezentovat abstraktné Struktiary pomo-
cou inych konkrétnejsich struktir. Standardnymi prikladmi st Cayleyho reprezentacia
grup, Birkhoff-Wittenova reprezentacia Lieovych algebier, Wedderburn-Artinova re-
prezentacia kone¢nych okruhov, Stoneova reprezentéicia Booleovych algebier a Priest-
leyovej reprezentacia distributivnych zvizov. Existuje fundamentélny rozdiel medzi
prvymi troma reprezentaciami a poslednymi dvoma. V Cayleyho reprezentacii grupy
ako grupy permutéacii nejakej mnoziny plati, ze ak si zapamétame iba tito mnozinu,
nie sme schopni zrekonstrovat spiatne dani grupu. Naproti tomu v Priestleyovej repre-
zentacii distributivneho zvizu ako zvdzu obojetnych hornych koncov usporiadaného
booleovského priestoru plati, ze ak si zapamétame iba dany booleovsky priestor, sme
schopni zrekonstrovat spétne aj dany distributivny zvéz. Stoneova a Priestleyovej re-
prezentacia maju vyznamnd vyhodu v tom, Ze problémy tykajice sa pévodnej algebry
mozu byt rieSené bez straty informdcie tym, ze sa skiima prislusny booleovsky pries-
tor resp. usporiadany booleovsky priestor. Tento pristup sa aj Standardne vyuziva pri
skiimani booleovskych algebier a distributivnych zvizov. Takéto reprezentécie su pri-
kladom prirodzenych dualit. D4 sa povedat, Ze tak ako logaritmus konvertuje zlozity
problém néasobenia kladnych redlnych ¢isel na ovela jednoduchsi problém scitovania
redlnych éisel, prirodzend dualita mé schopnost konvertovat zlozity problém v triede
algebier na ovela jednoduchsi problém v triede inych (topologickych) struktur.

Tedria prirodzenych dualit sa tyka topologickej reprezentacie algebier. Dava nam
uniformny spodsob reprezentacie kazdej algebry v danej kvazivariete ako algebry spo-
jitych struktaru-zachovéavajacich funkcii. Taktiez priklady Specidlnych algebier mozno
najst skonstruovanim objektov s pozadovanymi vlastnostami v duélnej kategdrii.

Prirodzené duality boli pouzité na rieSenie problémov v tak rozdielnych oblastiach
ako st logika a teoreticka fyzika. (Kapitola 5 monografie Clark and Davey [16] prezen-
tuje tplne detailne mnoZstvo netrividlnych aplikacii tedrie.) Tedria prirodzenych dualit
mé vSak nielen dolezité aplikacie, ale je to aj svojou povahou peknd a hlboké oblast
matematiky. MoZno preto pozorovat zvic¢sujici sa zdujem o porozumenie prirozenym
dualitdm na teoretickej tirovni. Tedria prirodzenych dualit je v stcasnosti jednym z
hlavnych vyskumnych smerov v univerzalnej algebre.

Zaklady tedrie boli polozené v roku 1980 v 175-stranovej praci Davey and Werner
[37]. Tedria vyréastla ako v8eobecnd tedria dualit pre algebraické Struktury z dvoch
klasickych Specialnych pripadov rozvinutych po roku 1930: Stoneovej duality pre bo-
oleovské algebry a Pontryaginovej duality pre abelovské grupy. Priestleyovej dualita
pre distributivne zvizy objavena okolo roku 1970 bola velmi dolezitym krokom smerom
k vSeobecnej tedrii. Zakladn4 prica tedrie prirodzenych dualit je Davey, Werner [37].
Praca Davey [25] poskytuje prehlad vyvoja tedrie medzi rokmi 1980 a 1992 a Clark,
Davey [16] vyvoj az po rok 1998. Poslednd monografia je aj Standardnym zdrojom
referencii v tejto vedeckej discipline.
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Pripomenme si v strucnosti zakladnt schému tedrie. Prirodzena dualita ndm déava
reprezentaciu triedy A algebier pomocou triedy X topologickych struktar. Dualita je
konstruovand z dvoch réznych generujucich $truktar na definovanych tej istej mnozine
M:

1. koneéna algebra M = (M; F'), ktord generuje triedu A ako kvazivarietu t.j. A
pozostava zo vSetkych izomorfnych képii podalgebier priamych mocnin M,

2. topologicka struktara M = (M; G, H, R, T), zndma ako alter ego pre algebru M,
ktora generuje triedu X ako topologicka kvazivarietu t.j. X' pozostava zo vset-
kych izomorfnych képii (topologicky) uzavretych podstruktiar nenulovych pria-
mych mocnin M.

Alter ego M je dané mnozinou G totalnych operacii, mnozinou H parcidlnych operacii,
mnozinou R relacii a diskrétnou topolégiou T. (Pritom ktordkolvek z mnozin G, H a
R moze byt prazdna). Operacie v G a H musia byt homomorfizmami na algebre M
a reldcie v R musia byt podalgebrami prislusnych mocnin generujicej algebry M.
Tieto predpoklady zabezpecia bezproblémové nasadenie tedrie kategorii a vytvoria
podmienky pre pouzitie algebraickych metdd pri $tidiu vlastnosti navrhnutého alter
ega.

Dualita je nasledne vybudovana prirodzenym sposobom z uvedenych dvoch ob-
jektov M a M. Dudlom D(A) algebry A z A sa nazgva mnozina hom(A, M) vset-
kych homomorfizmov z A do M uvazovana ako topologicky uzavretd podstruktura
mocniny M#. (Dual D(A) si mozno predstavit ako akysi ”logaritmus algebry A pri
zadklade M”). Ak pre vSetky algebry A z A je A izomorfna s algebrou ED(A) spoji-
tych struktiru-zachovavajicich zobrazeni z D(A) do M, potom hovorime, ze M dava
prirodzenti dualitu na A alebo ze M dualizuje M. Ak konec¢nd algebra M ma
alter ego M, ktoré déva dualitu takymto kanonickym spésobom, potom hovorime, ze
M je dualizovatelna. Ak naviac pre kazdu topologickt $truktiru X z X je Struk-
tara DE(X) izomorfnd s X, hovorime, ze M déva plni dualitu na A alebo ze
M plne dualizuje M. Ak M plne dualizuje M a M je injektivna v X, hovorime,
7ze M dava silni dualitu na A alebo ze M silne dualizuje M. Napriklad, ked
M = ({0,1};V,A,0,1) je 2-prvkovy ohraniéeny zvéz (ziskany zo zndmej 2-prvkovej
Booleovej algebry pravdivostnych hodnot {0,1} vynechanim operacie komplementu),
tak 2-prvkovy diskrétny topologicky refazec M = ({0,1}; <, T) déva zndmu Priestley-
ovej silnt dualitu pre ohranicené distributivne zvizy. Pritom dual D(A) ohrani¢eného
distributivneho zvdzu zodpovedad usporiadanému priestoru prime filtrov algebry A,
zatialco dudl E(X) usporiadaného topologického priestoru X koresponduje so zvizom
vlastnych neprazdnych obojetnych hornych koncov priestoru X.

Plné a silné duality st uzito¢nejsie ako puthe duality, pretoze umoznuju bezstratovy
prenos informécii medzi skimanou triedou algebier a dualnou triedou topologickych
Struktar. Vytvaraja tiez ovela lepSie predpoklady pre aplikdcie tedrie. Preto sa javi
velmi dolezité spoznat pravi povahu a vlastnosti plnych a silnych dualit.

Predpoklad v definicii silnej dualizovatelnosti, ze M je injektivny objekt v kategdrii
X sa javi ako netrividlny, napriek tomu kazdy doposial zndmy priklad plnej duality
dava zaroven silnt dualitu. Doterajsi 25-roény vyskum tohto javu lezi v srdci tedrie
prirodzenych dualit. ”Full versus Strong Problem” sa jednoducho pyta: “Je kaZdd pind
dualita silnou?”

Zékladné fakty o problematike vzfahu tplnych a silnych dualit a ich vyzname pre
tedriu mozno najst uz aj v zékladnej praci [37] alebo v kapitole 4 neskorsej monografie
[16].

10 Vztah plnych a silnych prirodzenych dualit

Ciasto¢né riesenia ”Full versus Strong” problému teérie prirodzenych dualit sa ob-
siahnuté v pracach Davey, Haviar, Willard [32], Davey, Haviar, Niven [33] a Davey,
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Haviar, Niven, Perkal [35]. Pritom v prvej z nich je podané plné rieSenie problému
na konec¢nej Grovni. Zmienime sa o hlavnych vysledkoch tychto prac.

Davey, Haviar and Priestley [30] dokazali, Ze trojprvkovy ohrani¢eny distributivny
ZVaZ

M = ({0,a,1};V,A,0,1)

je endodualizovatelny, t.j. Ze na dualitu stacia len jeho endomorfizmy. (Pozri tiez Davey
a Pitkethly [36]). Jediné netrividlne endomorfizmy M st f a g dané predpismi f(0) =
fla)=0, f(1)=1ag(0) =0, g(a) = g(1) = 1. Takze M je dualizované alter egom

M == ({O,a, 1};fvg77>'

To, Ze tato dualita nie je silné sa ukazuje lahko: sta¢i naprikld ukazat, ze mnozina {0, 1}
urcuje podstruktiru M, ktora nie je tzv. "hom-closed”, t.j. nie je uzavreta na nejaku al-
gebraicki parcidlnu operaciu. Definujme parcialnu operaciu m : {(0,0), (0,1),(1,1)} —
{0, a, 1} predpisom m(0,0) = 0, m(0,1) = a a m(1,1) = 1. Ukdzat, ze dualita nie je
plné si vyzaduje o trochu vicsiu struktaru:

X :={(0,0),(0,a),(0,1), (a,1),(1,1)}

uréuje podstruktiru M? pricom E(X) je $vorprvkovy refazec a lahko sa overi, Ze
IDE(X)| = 6, odkial vyplyva X % DE(X).

(L1) o ——

(0,1) o ——— o a a

(0’ 0) —_— 0

Obr. 3: Parcidlne binarne operacie m a h pouzité pri dualite trojprvkového
retazca

Nasa praca navrhuje obohatenie Struktiry M v tvare alter ega
M, = ({0,a,1}; f,9,h. T),

kde parcidlna operacia h : {(0,0),(0,a), (a,1),(1,1)} — {0,a,1} je definovana ako
h(0,0) = 0, h(0,a) = h(a,1) = a a h(1,1) = 1. Ukazujeme, Ze tato Struktira déva
dualitu, ktora nie je plna, hoci je plnd na konecnej tirovni. Dualita analogicky ako
predtym opét nie je silnd. Parcidlna operédcia m hré klucova tlohu v naSom sktimani.
Z hlavného vysledku prace Davey a Haviar [29] vyplyva (v [31] bol povodny ”dokaz”
urobeny iba poéitacom), ze alter ego

Mm = <{0,(l, 1}? fmg?m’ ‘T>

déava silnd, a preto aj plna dualitu. Struktira My, ktort sme zaviedli, moéze byt vni-
mané ako akysi medzistupen medzi M a M,,.

Uvedieme hlavné vysledky prace:

Teoréma 9. Struktira My, = ({0,a,1}; f, g, h,T) ddva plni dualitu, ktord nie je silnd
na kategorii Dgyn koneénych ohraniéenych distributivnych zvizov a ddva dualitu, ktord
nie je plnd na kategorii D vsetkych ohranicenych distributivnych zvizov.
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Z pohladu nasho uspechu na kone¢nej trovni nas nemozno ”vinit”, Ze sme spo-
éiatku dafali, Ze budeme moct najst priklad plnej ale nie silnej duality pre D zaloZenej
aj na naSom generujicom trojprvkovom retazci. Ukézali sme v8ak napokon, ze tato
tazba je nesplnitelna, pretoze plati:

Teoréma 10. KazZdd plnd dualita pre kategoriu D vsetkych ohranicenych distributiv-
nych zvizov zaloZend na trojprvkovom retazci je silnd.

V préci Davey, Haviar, Niven a Perkal [35] ukazujeme pomocou velmi kompliko-
vanych technik dokonca zovSeobecnenie tohto vysledku:

Teoréma 11. Kazdd plnd dualita pre kategoriu D vsetkych ohranicenych distributiv-
nych zvizov zaloZend na lubovolnom koneénom distributivnom zvize je silnd.

V préaci Davey, Haviar a Niven [33] poddvame iné ¢iastoéné rieSenie k Full versus
Strong Problem. Formulujeme lokalne verzie tohto problému:

Problém 9. Nech M je lubovolnd konecnd algebra v konkrétnej (vasej oblibenej)
triede C algebier. Je kazdd plnd dualita zaloZend na M nevyhnutne silnou?

Problém 10. Nech M je lubovolnd konecnd algebra v konkrétnej (vasej oblibenej)
triede C algebier. Je kazdad plnd dualita na koneénej urovni zaloZend na M nevyhnutne
silnou na konecnej drovni?

Problém 11. Nech M je lubovolnd konecnd plne dualizovatelnd algebra v konkrétnej
(vasej oblibenej) triede C algebier. Je M nevyhnutne silne dualizovatelnd?

Cielom prace bolo ukazat, Ze tieto lokdlne verzie problému maju pozitivne riese-
nia pre viaceré zname triedy algebier: abelovské grupy, polozvizy, relativne Stoneove
Heytingove algebry a tiez vo vSeobecnosti pre ohranic¢ené distributivne zvézy. Okrem
toho v praci prezentujeme niekolko uzito¢nych dodatkov k vSeobecnej tedrii.

11 Prenos optimalnych prirodzenych dualit

Stadium prenosu optimalnych dualit z kvazivariety algebier, ktorej generator spliia
isté podmienky na minimalitu, na Iubovolni generujticu algebru tej istej kvazivariety
bolo zadaté v praci B.A. Davey and M. Haviar [27]. KedZe endomorfizmy patria k
Standardnej strukttre zabezpecujicej prenos, v nasej tedrii je nova dualita optiméalna
modulo monoid endomorfizmov. St uvedené aplikacie nasej tedrie pre Kleeneho al-
gebry s pevnym bodom operacie negécie, polozvizy, distributivne zvizy a Stoneove
algebry. V kazdom z tychto pripadov sa dosiahol maly pocet (do desat) operacii a
relacii umoznujuci skutocne efektivne reprezentacie.

napriklad desatprvkovy generator), je velmi fazké s nimi pracovat podla metdd rozp-
racovanych v [27]. V takych situdciach sa ako prirodzené vychodisko ponika vyuzitie
logaritmickej vlastnosti Priestleyovej duality. V préci [28] sme rozpracovali tedriu pre-
nosu optimalnej prirodzenej duality s vyuzitim logaritmickej vlastnosti Priestleyovej
duality. Tato tedria je nasledne aplikovana v praci pre triedu Kleeneho algebier bez
pevného bodu operacie negacie a pre Leeove triedy pseudokomplementarnych distri-
butivnych zvizov.

12 Standardné topologické kvazivariety

Ide o nova problematiku, ktora lezi na rozhrani algebry, topolégie a matematickej
logiky. Je tiez motivovana teériou prirodzenych dualit. Uvodna préca teérie Clark,
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Davey, Haviar, Pitkethly and Talukder [17] definuje pojem Standardnej topolo-
gickej kvazivariety a iniciuje program sktimania, ktoré topologické kvazivariety st
standardné a ktoré nie. Obzvlast dolezity je standardizaény problém pre unarne Struk-
tury, pretoze prirodzené duality s undarnymi dudlmi patria medzi najuzito¢nejsie. D4
sa povedat, ze Standardnost topologickej kvazivariety znamena, Ze existuje pekny axi-
omaticky opis jej ¢lenov, ktory umoziuje testovat prislusnost boolovskych Struktur
daného typu ku kvazivariete iba skiimanim ich koneénych podstruktur.

Ale standardnost ndm dava eSte viac. Zatialdo vsetky doterajsie dokazy Stan-
dardnosti boli urobené poskytnutim axiomatického systému pre dana kvazivarietu,
samotny proces axiomatizacie je mozné znacne zjednodusit, ak by sme vedeli dopredu,
ze dana kvazivarieta je Standardna. Ak totiz kvazivarieta X generovana strukttrou M
je Standardnd a médme podmozinu ¥ kvaziatomickej tedrie generatora, vieme ukézat,
ze Y axiomatizuje X za puheho predpokladu, ze kazdy model X je lokalne koneény
a ze kazdy konec¢ny model ¥ patri do X. Teda $tandardnost ndm garantuje, Ze to-
pologickt kvazivarietu X mozno axiomatizovat bez akejkolvek referencie na topologiu.
Akondhle mame axiomatiziciu ¥ pre X, mdzeme rozhodnit, & booleovskd struktira,
X patri do X iba jednoduchym overenim, ze X je lokalne koneéna a ze kazda konecna
podstruktira X spliia X, opiif bez akejkolvek referencie na topolégiu. Sformulujme
teda hlavny problém tedrie:

Problém 12. (Standardization Problem) Ktoré konecné struktiry M generuji
Standardnu topologicku kvazivarietu X' ?

Prezentujeme vybrané vysledky o Standardnosti.

Lema 12. Ak X je booleovskd Struktira rovnakého typu ako M, potom su nasledujice
podmienky ekvivalentné:

1. X modeluje kvaziatomicki teoriu M;

2. X je lokdlne konencd a kaZdd koneénd podstruktira X patri do X.

Doésledok 13. Nech M je konecénad struktira. Potom kvazivarieta X generovand M
je Standardnd prdve vtedy, ked kaZdd lokdlne koneénd booleovskd Struktira X ktorej
vsetky podstruktiry si v X je sama v X.

Désledok 14. Nech M je konecénd Struktira, ktord generuje Standardni topologicki
kvazivarietu. Potom X aziomatizuje X za predpokladu, Ze kaZdy model ¥ je lokdlne
koneény a Ze kaZdy konecny model ¥ patri do X.

V préci [17] sme uviedli mnoho prikladov topologickych kvazivariet X', ktoré sa
standardné a mnoho takych, ktoré nie sii. Ukézali sme, Ze medzi $tandardné topolo-
gické kvazivariety patria Booleove priestory, bodové Booleove priestory, Booleove re-
ktangularne bandy, Booleove abelovské grupy exponentu m, Booleove vektorové pries-
tory nad konen¢nym polom, Booleove priesekové polozvizy s jednotkou a kvazivariety
generované kone¢nou kvaziprimalnou algebrou. Naopak, ukizali sme, ze medzi neStan-
dardné topologické kvazivariety patria Priestleyovej priestory a dalej dualne kategdrie
k Stoneovym a dvojne Stoneovym algebram, k medidnovym algebram, ku Kleeneho
algebram a k de Moganovym algebram. Uviedli sme dokaz, ze monounarne struktary
M = (M; f,T) st vzdy Standardné. Pouzijuc tento fakt sme ilustrovali overenie, Ze ista
Specidlna mnozina axiém ¥ axiomatizuje kvazivarietu X’ generovani M iba vysetrenim
konec¢nych ¢lenov kvazivariety X. V zavere prace sme sformulovali dva problémy:

Problém 13. Je kazdd Struktura totdlnej algebry (t.j. bez parcidlnych operdcii) da-
vajica silnt dualitu nutne standardnou?

Problém 14. Je kazda Struktiira totdlnej algebry s kone¢nou bazou jej kvaziekvaci-
onalnej tedrie nutne standardnou?
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15 Zhrnutie

Cielom projektu bolo studovat vlastnosti réznych typov algebier, ktoré sit vhodnym
nastrojom na opis kombinatorickych struktar ako napriklad graf, mapa, orientovany
graf, hypergraf, kombinatoricky plan, kvantové logika a ndjst ich aplikicie v réznych
oblastiach. Sposob naplnenia ciela je pre jednotlivé oblasti podrobne opisany v pred-
chadzajucich sekciach. Najvyznamnejsie vysledky boli dosiahnuté v tedrii map a hy-
perméap a v tedrii dudlnych reprezentécii algebraickych struktir. Dosiahnuté vysledky
st obsahom 43 vedeckych studii, z nich 16 bolo publikovanych v zahrani¢nych karen-
tovanych periodikach. Dosiahnuté vysledky boli prezentované na 25 medzinarodnych
konferencidch na Styroch kontinentoch.
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